DS n°3 : Applications, fonctions usuelles, intégration

Durée : 4h. Calculatrices non autorisées
Le soin et la clarté de la rédaction pourront faire varier la note de +1 point.

Exercice 1 : Calcul d’intégrales

Les questions sutvantes sont indépendantes.
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Exercice 2 : Une application complexe

On définit 'application

f:C\{1} =»C
zZ+1
z—1

1) Quels sont les antécédents de 1 par f 7

2) Déterminer I'ensemble f(iR).

3) L’application f est-elle injective 7 surjective 7 bijective ?

4) Dans cette question, on note £ := R\ {1} et g la restriction de f a E.
a) Montrer que g(F) C E.
b) Soit x € E. Simplifier (g o g)(z).

¢) En déduire que g est une bijection de E sur E et déterminer sa réciproque.

Exercice 3 : Relation d’équivalence entre fonctions

On note A 'ensemble des applications de R dans R et B ’ensemble des bijections de R sur R. On définit
sur A la relation R de la maniére suivante : pour toutes f,g € A,

fRg <= JpeB f=gop
Autrement dit, fRg si et seulement g’il existe une bijection ¢ de R sur R telle que f = g o .

1) Montrer que R est une relation d’équivalence.

2) Soit f,g € A telles que fRg. Montrer que si g est injective, alors f est injective. Montrer que si g est
surjective, alors f est surjective.

3) On note fo: x + 0 et pour tout f € A, on note f la classe d’équivalence de f pour R. Que vaut fo ?
Que vaut idg 7

4) Soit f € B. Quelle est la classe d’équivalence de f ?



Probléme : formules de Leibniz et de Machin

Partie A

1) Soit a,b € R. Rappeler la formule donnant tan(a+b) en fonction de tan a et tan b, lorsque ces quantités
sont bien définies.

2) A l'aide de cette formule, montrer soigneusement que pour tous réels z,y tels que zy # 1 et

T
|arctan z + arctan y| < 5

T+y
arctan x + arctan y = arctan
1—xy

3) En déduire les formules suivantes :

1 )
a) 2arctan | - | = arctan | —
(5) = ()
1 120
b) 4arctan <5> = arctan (119>

c) l"tnﬁ—rtnl—rtni
arctan | o arctan 1 = arctan | oo

1 1
4) En déduire la formule de Machin : T — 4arctan - — arctan ——
4 5 239

Partie B
Soit n € N.

1 n (_1)n+1t2n+2
5) Montrer que pour tout t € R, Tre kzo(—l)kt% = 1TE

n 22k+1
6) En déduire que pour tout = € R, arctanz — Z(—l)k2k 1o F,(x), ou F, est une primitive d’une
k=0

fonction & préciser.

X xT
On admet quesi f, g sont deux fonctions continues sur R telles que f < galors: Vz € R, / f< / g.
0 0

7) Montrer que VteR —*""2 < F!(t) < t*"F2
En déduire que Vz €[0,1] F,(z) —— 0.

n—-+00

8) En déduire la formule de Madhava-Leibniz :

n
w , (—1)F 1 1 1
AR | =l — 4.
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